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1 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

1.1 Korpora

Definition 1.1 (Korpus). Sei X eine abzidhlbare Menge. Eine reellwertige Funktion
f: X — R wird Korpus (engl. corpus) gennant, falls:

flz)>0VzxeX.

Jedes x € X heiftt Typ (engl. type). Jeder Funktionswert f(z) heift Haufigkeit oder
Frequenz (engl. frequency). Die Korpusgrofe (engl. corpus size) ist definiert als:

1F1=" f(x).

TeEX

Der Korpus ist nicht-leer (engl. non-empty) und endlich (engl. finite), falls:

0<|f| < o0.

Bemerkung.

Fiir Statistiker ist es nicht wichtig, dass ein Korpus normalerweise als Folge von Entitdten
(z.B. Wortern, Sitzen usw.) angesehen wird. Wichtig hingegen ist die Vorkommenshéu-
figkeit im Korpus, nicht die spezielle Position einer einzelnen Entitdt. Man definiert hier
die Haufigkeit als reelle Zahl, um spéter auch mit sogenannten Erwartungswerten, welche
die erwartete Haufigkeit eines Typs im Mittel angeben, umgehen zu kénnen.

Definition 1.2 (Vorkommenshiufigkeit von Token). Sei x; ...z, eine endliche Fol-
ge von Typ-Instanzen aus X. Dann heifit jedes x; ein Token. Die Vorkommenshiu-
figkeit (engl. occurrence frequency) eines Typs x ist wie folgt definiert:

f(x) = Wilwi = 2}

Beispiel.
Korpus: ,,Das Auto, das nicht fahrt

X = {das, Auto,nicht, fahrt, ‘,‘, ‘.‘};
f(Auto) = f(nicht) = f(fahrt) = 1,
f(das) = 2.

Die zwei Vorkommen des Wortes ,das” sind jeweils zwei verschiedene Token, d.h. der
Token-Begriff beriicksichtigt insbesondere die Position einer Entitdt innerhalb des Kor-
pus.

Bemerkungen.

1. Obige Definition nennt man auch den  herkémmlichen Korpus-Begriff¢, da dieser
auf einem Folgen-Verstdndnis von Token basiert.



2. f, wie in Definition 1.2 ist ein Korpus geméf Definition 1.1, denn:

f(z)>0 und

1= Hilzs =2} = n.
i=1

3. Achtung: Bei der Auswahl zwischen verschiedenen Entitéten ist stets darauf zu
achten, dass diese geniigend Informationsgehalt in sich tragen, um den gewiinschten
Bereich der statistischen Modellierung ausreichend abzudecken.

Bspw.:
e Syntax: Korpus von Sitzen
e POS-Tagging: Korpus von Bi- oder Trigrammen
e Morphologie: Korpus von Worten/Morphemen

e Anaphern-Resolution: Korpus von Paragraphen usw.

1.2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Definition 1.3 (Wahrscheinlichkeitsverteilung). Sei X eine abzihlbare Menge. Ei-
ne reellwertige Funktion p : X — R heifst Wahrscheinlichkeitsverteilung (engl. pro-
bability distribution) iber X, falls

plx) >0VzxeX und Zp(aj) = 1.
zeX

Bemerkungen.
1. Aus der Definition folgt sofort: 0 < p(X) <1V zx € X.

2. Eigentlich ist obige Definition die einer probability mass function. Normalerweise
basiert Wahrscheinlichkeitstheorie auf drei Axiomen:

a) p(A) >0V ACX
b) p(¥) =1
c) p(UAi) = > p(A)), falls Ay ... A, paarweise disjunkt.

Dabei geht man von einer Menge von moglichen Ereignissen A C X aus, denen
jeweils eine bestimmte Wahrscheinlichkeit zugeordnet wird.

Beispiel.
Wiirfel; Menge der moglichen Elementarereignisse: X = {1...6}.

1
A1 = (24,6} = p(A) = 5



Ay = {172} yAg = {5?6}

P(A2UAg) = p({1,2,5,6}) = pl(42) + pl(As) = 3.

3. Diese Art von Wahrscheinlichkeitstheorie folgt iibrigens aus der angegebenen Defi-
nition, wenn man setzt:

p(A) =S ple) ¥ AC X,

€A
Bspw. ist Axiom 2b erfiillt:

Sei X ={z1,z2,...}.

= > plai) = Y pla) =

reX

4. Definition 1.3 erleichtert den Umgang mit abzdhlbaren Mengen. Da man sich in
der Computerlinguistik hauptséchlich mit solchen Mengen beschiftigt, ist diese
Definition naturgeméfs vollig ausreichend.

1.3 Relative Haufigkeit

Definition 1.4 (Relative Hiufigkeit). Sei f ein nicht-leerer, endlicher Korpus. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung

p: X —0,1], xH@ bzw

/]

~ f(x)
p(z) = T VeeX

heifst relative Hiufigkeit (engl. relative-frequency estimate, Abk.: RFE) oder empiri-
sche Verteilung (engl. empirical distribution,).

Bemerkungen.

1. Die Division durch |f] verlangt, dass der Korpus nicht-leer und endlich ist, andern-
falls dividiert man durch 0 (wenn Korpus leer) bzw. durch unendlich (wenn Korpus
unendlich grof).

2. p ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn:

p(z) >0V x und

2 Z\f\ \f\zf ==t

Damit sind beide Bedingungen, die an eine Wahrscheinlichkeitsverteilung gestellt
werden, erfiillt.



1.4 Wahrscheinlichkeitsmodelle

Definition 1.5 (Wahrscheinlichkeitsmodell). Eine nicht-leere Menge M von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf einer Menge X von Typen heift Wahrscheinlichkeits-
modell auf X (engl. probability model). Die Elemente von M werden Instanzen (engl.
instance) des Modells M genannt. Das unbeschrinkte (engl. unrestricted) Wahrschein-
lichkeitsmodell ist die Menge M(X) aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf X.

ZM@:%~

zeX

M(X) = {p:X|—> [0,1]

In allen anderen Fillen heift M beschrénkt (engl. restricted):

M C M(X)AM £ M(X).

1.5 Korpuswahrscheinlichkeit

Definition 1.6 (Korpuswahrscheinlichkeit). Sei f ein nicht-leerer, endlicher Kor-
pus. Sei M ein Wahrscheinlichkeitsmodell. Die Korpuswahrscheinlichkeit, die dem Kor-
pus durch eine Instanz p € M zugewiesen wird, ist:

L(f,p) = [] p(=)"™).

reX

Bemerkung.
Die Korpuswahrscheinlichkeit eines Korpus wird im Allgemeinen als diejenige Wahr-
scheinlichkeit interpretiert, mit der ein gegebener Korpus generiert wiirde.

Beispiel.
Gegeben sei ein Korpus 7 ...z, mit x; € X. Dann gilt:

L(xy ... 2, p) = p(21) - p(z2) ... p(n) = Hp(xi)-

D.h. die Wahrscheinlichkeit eines Korpus ist das Produkt seiner Token-Wahrscheinlichkeiten.
Ist nun bspw. n =5,21 =z3=a und xo = x4 = x5 = b folgt:

Lz ...w5,p) = p(a) - p(b) - pla) - p(b) - p(b) = p(a)? - p(b)* = p(a)’ @ - p(a)’® = L(f,p),

weil f(a) =2 und f(b) = 3 in diesem Beispiel.

1.6 Maximum-Likelihood Estimierung

Definition 1.7. (MLE) Eine Instanz p des Modells M heift Maximum-Likelihood
Schitzung(engl. Maximum-Likelihood estimate) von M auf den Korpus f genau dann,
wenn:



L(f,p) = gé%L(f,p)

Interpretation: Diejenige Instanz, die den gegebenen Korpus die hochste Wahrschein-
lichkeit zuweist, ist diejenige Instanz die den Korpus erzeugte.

Beispiel:

p L(f,p) 0.07

p L(f,p)) 0.01
p" L(f,p") 0.12
o . .

Hier wire p” der ML-Schétzer

Diese Interpretation kann wahr oder falsch sein!
D.h. es kann Korpora geben, die durch eine Verteilung p erzeugt werden, die aber nicht

ML Schétzung eines Modells auf dem Korpus sein muf.

Bemerkung:

ML-Estimierung ist ein kompliziertes Optimierungsproblem und hat folgende Probleme:

Existenz: Gibt es mindestens eine Lésung?
Eindeutigkeit: Gibt es mehr als eine Losung?

Berechenbarkeit: Ist eine Losung einfach zu berechnen?
Die folgenden Abbildungen illustrieren diese Probleme.
1. Abbildung 4 zeigt einen Fall, in dem kein MLE existiert.
2. Abbildung 5 illustiert dieses Problem etwas genauer.
3. Abbildungen 2 und 3 zeigen Félle in denen MLE nicht eindeutig ist, wirend

4. in Abbildung 1 ein Fall diskutiert wird, in dem es genau ein MLE gibt.

,Common Wisdom"

RFE — MLE
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Abbildung 1: Beispiel, wo ML-Estimierung genau eine Losung hat.
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Abbildung 2: Beispiel, in dem ML-Estimierung mehr als eine Losung hat (unendlich viele
sogar)
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Abbildung 3: Noch ein Beispiel, in dem MIL-Estimierung mehr als eine Lésung hat
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Abbildung 4: Die Randpunkte gehoren nicht zu M.py ¢ M, was aber fiir ein ML estimate

der Fall sein muss



L(f.p) < L(f.p) <  L(f.p)

e e >

p p' p

Abbildung 5: typische Situation: zu jedem p € M findet man ein p’ € M, sodaf
L(f,p) < L(f.p')

an instance

probability of the probability model
model maximizing
the corpus probability
Maximum-Likelihood Estimation ‘ =

(input) (output)

the probability distribution

Zorpus of comprising
ata the relative frequencies
of the corpus types

Relative—Frequency Estimation ‘ =
(input) (output)

Abbildung 6: Vergleich



Abbildung 7: Theorem

Diese Vorlesung: Im folgenden werden wir zeigen, dass im allgemeinen RFE # MLE
gilt, und nur in wenigen (aber wichtigen) Féllen das MLE mit dem RFE iibereinstimmt.

Beachte auch, dass Abbildung 6 schon anzeigt, dass MLLE und RFE verschieden sind,
da Input und Output beider Estimmierungsverfahren sich schon auf den ersten Blick
stark voneinander unterscheiden.

Das folgende Theorem gibt an, wann MLE und RFE zusammenfallen bzw. verschieden
sind. Die Abbildung 7 illustiert beide Fille.

Theorem 1.1. Sei f ein nicht-leerer und endlicher Korpus auf X'. Dann gilt:

1. Das relative frequency estimate p ist ein eindeutiges MLE des unbeschrinken
Modells M(X) auf f.

2. Das relative frequency estimate p ist ein MLE eines (beschrinkten oder unbe-
schrinkten) Modells M auf f.

S peM
In diesem Fall ist p ein eindeutiges MLE von M auf f.

Beweis: mit Satz ?? und der Informationsungleichung der Informationstheorie. (Ubung)
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1.7 Relative Entropie

Definition 1.8 (Relative Entropie). Dierelative Entropie D(p||¢q) einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung p beziiglich einer anderen Wahrscheinlichkeitsverteilung ¢ ist definiert
als:

D(pllg) = plx) l%f%

zeX

Bemerkungen.
1. Hierbei benutzen wir die folgenden Konventionen:

a

b
¢

d

0-10g2:0
p-logk =00
0- logO—O

Mit log bezeichnen wir den Logarithmus zur Basis 2 (log,).

NSNS N

2. Die Konventionen la - 1d folgen aus Stetigkeitsgriinden. Mathematisch ,sauberer®
miisste man sich eigentlich einer Grenzwertbildung bedienen. Fiir Konvention 1b
bspw.:

. P\
lim (p - log —) = 00.
e—0 €

1.8 Die Informationsungleichung aus der Informationstheorie

Theorem 1.2. Sei p die relative Haufigkeitsschitzung auf einem nicht-leeren und endli-
chen Korpus. Sei M ein Wahrscheinlichkeitsmodell auf einer Menge von Typen &X'. Dann
gilt:

Eine Instanz p des Modells M ist ein Maximum-Likelihood-Estimate auf f genau dann,
wenn die relative Entropie von p beziiglich p minimal ist, d.h., wenn

D(F7) = min D(F ||p).
(lp) £%<mm

Beweis. Die relative Entropie ist die Differenz zweier weiterer Entropiewerte, ndmlich
der so genannten Cross-Entropie:

H(p,p) == p-logp(x) (1)
zeX
und der (Korpus-)Entropie:
- Zﬁlogﬁ(m), (2)
zeX

d.h. es gilt:

D(p| p) = H(p,p) — H (D). (3)

11



Bemerkungen.
1. H(p,p) und H(p) sind stets grofer gleich 0.

2. H(p) = H(p,p), d.h. (Korpus-)Entropie lésst sich als Spezialfall der Cross-Entropie
darstellen. Damit folgt insbesondere, dass D(p|| p) = 0.

Die Aufgabe an dieser Stelle ist nun, ein p € M so zu finden, dass D(p|| p) minimal
wird, d.h. man muss H(p,p) — H(p) als Funktion von p € M minimieren. Da H(p)
nicht abhéngig von p und somit als konstanter Summand zu betrachten ist, geniigt es,
H(p,p) zu minimieren. Zu diesem Zweck bedienen wir uns der bereits in Definition 1.5
eingefithrten Korpuswahrscheinlichkeit:

= [ p=)/®

reM
< log L(f,p) Zlog( )

zeX

=Y f(x) logp(x)

zeX

:m > f(x) - logp() )
TEX

= 1Y fracf(z)|f] - log p(x)
reX

=|f]->_ p-logp(x)
reX

=—H(p,p)-|fl.

Somit gilt folgender Zusammenhang zwischen der Korpuswahrscheinlichkeit und der
Cross-Entropie:

log L(f,p) = —H(p,p) - ||

1

log L(f,p) zu minimieren. Aufgrund des negativen Vorzeichens

o H(pp) = - )

D.h. es gilt nun, |f|

bedeutet dies wiederum, Wil -log L(f,p) zu maximieren. \fl ist aber konstant. Und da der

Logarithmus eine monoton wachsende Funktion ist (aus log a > logb folgt a > b ), reicht
es aus, L(f,p) zu maximieren, sprich: ein Maximum-Likelihood-Estimate von M auf f
zu finden. Somit ist Theorem 1.2 bewiesen. O

Theorem 1.3 (Informationsungleichung der Informationstheorie). Die relative Entro-
pie D(p||q) zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen hat folgende Eigenschaften:

1. D(pllg) > 0 fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen p und g.

12



2. D(p|lq) = 0 genau dann, wenn p = q.

Bemerkung.
Im Beweis zu Theorem ?7 beweist man mit Eigenschaft 1 die Existenz eines MLE, sowie
mit Eigenschaft 2 die Eindeutigkeit dieses MLE.

2 Probabilistische kontextfreie Grammatiken (engl. PCFG)

Definition 2.1. (CFG) Eine kontexfreie Grammatik (engl. context-free grammar, CFG)
besteht aus einer endlichen Menge von Regeln. Jede Regel besteht aus zwei Teilen, die
durch ein spezielles Symbol ,—“ getrennt werden. Die zwei Teile bestehen aus sogen-
nanten Terminal- und Nichtterminalsymbolen:

Die linke Seite einer Regel besteht aus einem einzigen Nichtterminalsymbol, wérend die
rechte Seite eine unendliche Folge von Terminal- und Nichtterminalsymbolen ist. Aufser-
dem enthélt die Menge der Nichtterminalsymbolen ein Startsymbol.

Bemerkung.
CFG werden auch Phrasenstruktur Grammatik genannt oder auch: Backus-Naur form

(BNF 1959)

Beispiel.
Chomsky’s Baum fiir folgenden Satz: ,the man took the book*

Sentence

NP VP
N

the man Verb NP

VAN

took the book

Idee:

Sdtze konnen in Prasen eingeteilt werden.
Phrasen sind Gruppen von Wértern die eine Einheit bilden.
Phrasen konnen entdeckt werden, weil sie die Fahigkeit haben:

1. allein zu stehen (z.B. als Antwort auf eine Frage)

2. in verschiedenen Satzpositionen auftauchen

w

. zu expandieren oder substituiert zu werden.



Der obige Baum basiert auf der folgenden kontextfreien Grammatik:

Sentence — NP
NP —  the man
VP — Verb NP

Verb — took
NP —  the book

Wobei:
Nichtterminal : {Sentence, NP, VP, Verb}

Terminal : {the, man, took, book}

Startsymbol : Sentence

In der Computerlinguistik werden CFGs gewdhnlich auf zwei Arten benutzt:

Generator

Parser

Beispiel.

CFG als Parser; Parsing ist der Prozess, der einem Eingabesatz eine (oder alle) Ana-

lysen zuweist.

NP Verb NP

1.Schritt A { /\

the man took the book

NP VP
5. Schritt / \ N

the man erb NP

took the book
Sentence
3. Schritt
the man erb NP

/N

took the book



Beispiel.
CFG als Generator; Generieren ist der Prozess, der aus dem Startsymbol einen (oder
alle) Satzbaum generiert. (d.h. im Prinzip einen Satzt generiert)

Sentence Sentence
1) Sentence  2) 3)
NP VP K VP
the man
Sentence Sentence Sentence
y N 5 O\ 6 .

the man Verb NP the man Verh NP the man Verb NP

VAN

took took the book
Phdnomen: Der Generierungsprozess ist nicht deterministisch.
Vergleiche Schritt 3) und 6). An diesen Stellen hitten wir die Wahl zwischen den Regeln:

NP — the man
NP —  the book

Wenn der Generator nur einen Output liefern soll, muss an diesen Stellen (3) und 6))
ausgewiirfelt werden, ob die erste oder zweite Regel genommen werden soll. D.h. es mii-
flen Wahrscheinlichkeiten i m Wiirfel festgelegt sein

0< p(NP — the man)

<1
0< p(NP — the book) <1

p(NP — the man) + p(NP — the book) = 1

Dies fiihrt zu einer probabilistischen kontextfreien Grammatik (engl. PCFG):

p(Sentence — NP VP
p(NP — the man

) = 1

) =
p(NP — the book) = o

)

)

x

N

p(VP -V NP) = 1
p(V —took) = 1 (

~~ o~
~— — O~ ~— ~—

—
o

Beachte, dass (7) und (8):

$1+[E2:1
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Von Regeln zu Baum-Wahrscheinlichkeiten

Frage: Wie hiufig sind die partiellen Baumstrukturen im Generierungsprozess?

Sentence

Sentence 100% N

NP 100% VP

Sentence Sentence
Nmp Nmp
e mhn e ™n vl Np

p(NP — the man) x 100% p(NP — the man) * 100%

Sentence Sentence
P P P P
the%n erb P the%n Verb P
took took the book

p(NP — the man) « 100%  p(NP — the man) x p(NP — the book) * 100%

WEeil alle anderen Regelwahrscheinlichkeiten 1 sind, erhalten wir:

p(t) = p(Sentence — NP V P) % p(NP — the man) *
«p(VP — Verb NP) % p(Verb — took) * p(NP — the book)

d.h. Baumwahrscheinlichkeit ist der Produkt aller Regelwahrscheinlichkeiten (wo-
bei jede Regel mit ihr Vorkommenswahrscheinlichkeiten gezéhlt werden muss)

Definition 2.2. (PCFG) Ein Paar (G, p), das aus einer kontextfreien Gramma-
tik G und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung p : X — [0, 1] auf der Menge X
aller vollen Parsebidumen von G besteht heillt probabilistische kontextfreie
Grammatik (engl. PCFG), falls fiir alle Parsebdume = € X gilt:

o) = [T o)
r=G

Hierbei ist fr(x) die Vorkommenshaufigkeit der Regel r im Parsebaum x, und p(r)
ist eine Wahrscheinlichkeit fiir die Regel r, sodaf fiir alle Nichtterminalsymbole A

16



gilt:

> p(r) =1

reGa

Hierbei ist G4 das Grammatikfragment, der aus allen Regeln mit der linken Seite
A besteht, d.h.:

Ga={r=_G|lhs(r)= A}

Hierbei ist lhs(r) die linke Seite (engl. left-hand-side) der Regel r.

2.1 Auflésung von Ambiguititen mit PCFGs

1. Ambiguitit durch PP-Attachment
Beispielsatz: ,Peter saw Mary with a telescope”

N\ N\

NP VP NP VP

| O ==
Peter Peter
VP PP NP PP
AN [ =N
NP P NP saw Mary p NP
77T A A
saw Mary with a telescope with a telescope
tl t2

Der semantische Unterschied zwischen beiden ergibt sich dadurch, dass Die
Baumwahrscheinlichkeit fiir die Baume ¢; und t, ergibt sich nun durch das
Produkt der Regelwahrscheinlichkeiten der zur Erzeugung des Baumes ange-

17



wandten Regeln:

(t1)

NP — Peter) - p(V — saw) -
NP — Mary) - p(P — with) -

k"8I

p(t1) =
P(t2) =

p(S— NP VP)-p(VP — VP PP)-
p(VP—V NP)-p(PP— P NP)-

p(PP — P NP)-p(NP — Peter) -

(

(

(

(

(NP — a telescope).

(

(

p(V — saw) - p(NP — Mary) -
(

p(P — with) - p(NP — a telescope).

p(S— NP VP)-p(VP -V NP PP)-

Die beiden Baumwahrscheinlichkeiten p(¢;) und p(¢2) unterscheiden sich le-
diglich durch die oben rot markierten Regeln, welche gerade die eigentliche
Ambiguitéit verursachen. Wollte man nun bspw. die von Baum p(ty) darge-
stellte Lesart bevorzugen, miisste man die Wahrscheinlichkeiten der Regeln,

die ihn von Baum p(¢;) unterscheiden, erh6hen, denn:

p(ts) > p(ty) & p(VP -V NP PP) > p(VP — VP PP)-p(VP —V NP).

. Durch Konjunktionen verursachte Ambiguitit
Beispielsatz: , The mother of the boy and the girl left”

T |

J—

NP VP

left

The mother P

of

A NA

% CONJ % The mother ]T %
the boy and the girl of the boy

tl t2

HRVAN

and the girl

NP CONJ NP

left

Hierbei ergibt sich nun folgendes Problem: Es gibt kontextfreie Gramma-
tiken, so dass keine probabilistische Version dieser Grammatik in der Lage

18



ist, verschiedene Syntaxanalysen zu disambiguieren. Mogliche Losungsansét-
ze konnen sein:

a) Wahrscheinlichkeitsmodell verdndern: z.B. kénnte die Regelreihenfolge
oder die Einbettungstiefe einer Regel im Baum mitberiicksichtigt wer-
den.

b) Grammatik verdndern: in der Regel durch geeignete Grammatiktrans-
formation.

Man préferiert (zum gegenwértigen Zeitpunkt) den letzteren Ansatz, da man
die mathematischen Grundlagen (Baumwahrscheinlichkeit ergibt sich aus
dem Produkt der Regelwahrscheinlichkeiten) nicht verdndern will.
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2.2 Populire Grammatiktransformationen

1. Lexikalisierung;:
Jedes Lexem (— Terminal) wird entlang gewisser Projektionslinien an Nicht-
terminale im Baum angefiigt.

2. Parent-Encoding:
An jede Tochter (Nichtterminal) wird die Mutter angefiigt.

J— J—

NP S VP S }_S\ VP
NP NP PP NP left NP NP c NpNp NP left

N

The mothgy pp NP PP pp Np and the girl

o
of NP NPC_NPNP_NP The mothep ppxp pp

the boy and the girl of the boy

2.3 Baumbank-Training

Definition 2.3 (Baumbankgrammatik). Fiir eine gegebene Baumbank, d.h.
fiir einen nicht-leeren und endlichen Korpus von Béumen, wird die Baumbank-
grammatik < G, f > wie folgt definiert:

1. G ist diejenige kontextfreie Grammatik, die von der Baumbank abgelesen
wird.

2. p ist Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der Biume von G, die
durch folgende Regelwahrscheinlichkeiten definiert ist:

f(r
plr) = =L

ZTEGA f(/r)
Hierbei ist f(r) die Vorkommenshéaufigkeit der Regel r in der Baumbank und
G 4 das Grammatikfragment aller Regeln mit der linken Seite A.

fiir alle Regeln r € G 4.

Definition 2.4. Sei G eine kontextfreie Grammatik und sei X die Menge aller
Parsebaume von GG. Dann ist das Wahrscheinlichkeitsmodell von GG definiert als

Mg = {p e M(X) | plz) = Hp(r)fr(x)} V Béume z € X,
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so dass Z p(r) =1 fiir alle Grammatikfragmente G 4.
reG

Bemerkungen.

1. Die Forderung, dass alle Regelwahrscheinlichkeiten eines Grammatikfrag-
ments von Regeln mit der gleichen Seite A zu 1 aufsummieren miissen nennt
man auch Standardnebenbedingung.

2. An dieser Stelle stellt sich natiirlich die Frage, ob p in M enthalten ist bzw.
(was natiirlich gleichbedeutend ist) ob M unbeschriankt ist.

Theorem 2.1. Sei G eine kontextfreie Grammatik und sei p die relative Haufig-
keitsverteilung auf einem nicht-leeren und endlichen Korpus frp : X — R von
Parsebdumen von G. Dann gilt p ¢ Mg, falls:

1. G kann von frp abgelesen werden.
2. G hat einen Parsebaum z,, € X, der nicht in frp ist.

Theorem 2.2. Sei fy, ein nicht-leerer und endlicher Korpus von Bédumen. Sei <
G, pyy > Charniaks Baumbank-Grammatik. Dann ist py, eine Maximum-Likelihood-
Schiatzung von Mg auf fy, d.h.:

L = L .
(fio, Pv) pfélﬁl)é (fio,p)
Auferdem gilt: py, ist eindeutige Maximum-Likelihood-Schitzung von Mg auf fy,.

Beweis. Der Beweis zu Theorem 2.2 erfolgt in drei Schritten:

1. Im ersten Schritt ist zu beweisen, dass

L(fw,p) = L(f,p).

Man beweist also, dass die Korpuswahrscheinlichkeit der Baumbankgram-
matik genauso grof ist wie die Korpuswahrscheinlichkeit, die sich aus dem
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Korpus aller Regeln und ihrer Wahrscheinlichkeiten ergibt:

L(fw,p) Hp )t

zeX

=11 (H p(r)! ““) "

zeX r

_ H Hp(/’n>f7’($)'ftb($)

zeX T

=TT I] o)/ fet (11)

r zeX

_ Hp zexftb(l" fr(x)
= Hp r
= L(f.p).

2. In einem zweiten Schritt zeigt man nun, dass
A

Hierbei sei f4 der Korpus aller Regeln, deren linke Seite aus dem Nichtter-

minal A besteht.
p) =] p(r)"

11 (1o

reG

:1;[<Hp fA(T>

reG
=TI Z(fa.p)
A
3. Die Kombination aus den Schritten 1 und 2 ergibt nun:

L(fu.p) HL fasp)

D.h. es gilt nun, diesen Term in p zu maximieren. Ein Produkt wird maximal,
wenn alle Faktoren maximiert werden, sofern diese unabhéngig voneinander
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ein. Dies ist hier der Fall, obwohl man zwar stets das gleiche Symbol p fiir
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber verschiedenen Grammatikfragmen-
ten benutzt wird, sind diese jeweils voneinanander unabhingig. Denn auf
Grund der Standardnebenbedingung miissen sich alle Regeln innerhalb eines
Grammatikfragments mit der gleichen Seite A auf 1 aufsummieren. Somit
sind auch die einzelnen Faktoren voneinander unabhéngig und das ,,grofe®
MLE-Problem von fy, auf viele ,kleine” Probleme reduziert worden.

Die Frage also: Ist M(G4) unbeschrénkt?

M(G ) ist natiirlich unbeschrinkt, da uns niemand verbietet, fiir Regeln
innerhalb eines Grammtikfragments beliebige Wahrscheinlichkeiten anzuset-
zen, um bspw. die Anwendung einer Regel nach unserem Belieben zu bevor-
zugen. Folglich ist das MLE auf M(G 4) natiirlich RFE, sprich:

. — _ Jalr
palr) = s = 220
| fal -
O
2.4 Uniiberwachtes Training(engl. unsupervised training) von PCFGs
Bisher: ,,Uberwachtes Training” (engl. supervised training) von PCFGs
Kennzeichen des iiberwachten Trainings:
nutzt ein (in aller Regel manuell) anotiertes Korpus(bisher Baumbank) aus.
Fiir uniiberwachtes Training gegeben:
e Korpus von Sitzen
e CFG (in aller Regel manuell geschrieben)
Gesucht: PCFG! (trainierte PCFG)
Beispiel.
Gegeben sei ein Korpus
f) |y
5 |y 1 =,,Mary saw a bird on a tree* Yo = ,,A bird on a tree saw a worm'
10 | yo

Ferner sei gegeben:
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S — NPVP
VP — VNP
VP — VNP PP
NP — NPPP
NP — Mary
NP — a bird
NP —  aworm
PP — onatree

vV - saw

Grobe Idee: Wir stellen uns nun eine Baumbank her!

€Iy -
Ty !
/S\ ’ S
NP VP /\
o M NP Mary
| .
saw NP/\PP \|/ NP PP
a bird  on a tree saw a bird on a tree
I3 .

S
NP VP

/\ /\
NP PP \% NP
| Q
a bird on a tree Saw a worin
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Problem: Wie oft soll jeder Baum in der zu schaffender Baumbank vorkommen?

1. Vorschlag:

* Initialer Split* It 11+19=2>5
19 )
10 T3

2. Gewohnliches Baumbank-Training machen

— PCFG

3. Mit dieser PCFG werden nun die Wahrscheinlichkeiten der Analysen x, o
und x3 gerechnet.

p(xy) =...2.B. 0.005 '
plas) = ... 0.01

Diese Wahrscheinlichkeiten werden benutzt, um einen neuen Split zu berech-
nen.

4. neue Baumbank ablesen
5. neues Baumbank-Training, usw.
Grundlegendes Prinzip: (,Henne und Ei Problem®) ,EM-Algorithmus fiir PCFGs*

e Man weiss, wie man aus einer PCFG und einem Korpus von Sitzen eine
Baumbank gewinnen kann

e Man weiss, wie man aus einer Baumbank eine PCFG rechnen kann.

Loésung: Man erstellt sich eins von beiden mit Gewalt her.(durch Auswiirfeln)

3 Der Erwartungswert-Maximierungs-Algorithmus(EM-Alg.)

3.1 Symbolische und statistische Analysemethoden

Definition 3.1. Seien X und Y nicht leere und abzéhlbare Mengen. Eine Funktion

Ay — 2%
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heifst symbolische Analysekomponente (engl. symbolic analyzer), falls die
Analysen A(y) C X paarweise disjunkt sind, und wenn ihre Vereinigung kom-
plett ist, d.h.:

X =>"Aly)

yey

In diesem Fall heift )) die Menge der unvollstéindigen Daten (engl. incomplete
data) und X heift die Menge der vollstdndigen Daten (engl. complete data)
In anderen Worten, die Analysen A(y) formen eine Partition der vollstindigen
Daten X. Deshalb gibt es fiir jeden vollstindigen Datentyp x € X ein eindeutiges
y € Y mit z € A(y). Dieser vollstandige Datentyp wird auch yield(x) genannt.

Beispiel.
Symbolisches Parsing

l.symbolische Analysekomponente A: Parser (ordnet den Sétzen ihre Ana-
lysen zu)

2.unvollstindige Datentypen ): die Sitze
3.vollstindige Datentypen X’: die Biume
In diesem Beispiel:

A:Y— X (A: Menge der Sitze — Menge der Biume)
y— Aly) (Satz — Analysen des Satzes)

Zwei Bedingungen:
1.Disjunktheit
Aly1) N A(ye) = @ wann immer y; # yo

,Kein Baum ist Analyse zweier verschiedenen Sétze®
,Verschiedene Sétze haben verschiedene Analysen®

2.Komplettheit:
X =|]JAw)
yey

Jede Analyse ist Analyse eines Satzes*
+Wir betrachten keine Grammatiken mit iiberfliifigen Analysen“

Beispiel.
Nummer 2: POS-Tagging
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1.symbolische Analysekomponente A: Tagger
2.unvollstindige Daten: Worter
3.vollstindige Daten: Wort-Tag Tupel
Disjunktheit:
wort; — tagy  worty — tag, = (weil worty # wortg) worty — tag, # worty — tags

Kompletheit: keine nutzlose Wort-Tag Parse benutzt.

Begrifflichkeit:

vollstandig unvollstindig
Baum Satz
Wort-Tag Paar Wort

~
«—Teil von Relation

3.2 Statistische Analysekomponente

Definition 3.2. (Statistische Analysekomponente) Ein Paar < A,p > aus
einer symbolischen Analysekomponente A und einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
p auf den vollstindigen Datentypen X heiftt statistische Analysekomponente.

e Wir benutzen eine statistische Analysekomponente um Warscheinlichkei-
ten fiir die unvollstindigen Daten ) wie folgt zu induzieren:

ply) = Y plx) Wyed

z€A(y)

e Noch wichtiger, wir benutzen eine statistische Analysekomponente, um die
Ambiguitit eines unvollstindigen Datentyp y € ) aufzulésen, indem wir die
bedingten Wahrscheinlichkeiten der Analysen x € A(y) heranziehen.

b .
p(x]y) =des p(r) y = yield(x) (bzw. x € A(y))
p(y)
Beispiel.
Parsing
x = Baum/Analyse | y = Satz
X = Analysen p(z) = Baum — [Analysewahrscheinlichkeit
Y = Satze p(y) = Satzwahrscheinlichkeit

Neu: p(y)—Summe aller Analysen-/Baumwahrscheinlichkeiten
(Wobei nur Baumwahrscheinlichkeiten gezéhlt werden, die Analysen eines Satzes
sind y = yield(x))
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Frage: Warum ,,Summe* und nicht ,,Produkt*

Interpretation:

Beim Korpus und Baum : Unabhéngige Elementarereignisse, die ein ,Ganzes"
formen. (— ,, Konjunktion*)

Beim Satz: Abhingige Elementarereignisse , von denen jedes Einzelne schon ,das
Ganze* formt. (— ,, Alternativen®)

Von der Qualitdt: Menge gerader Augenzahlen beim Wiirfeln
p({2,4,6}) = p(2) + p(4) + p(6)

Bemerkung.

Wir priifen, ob beide Wahrscheinlichkeitsdefinitionen auch wirklich Wahrschein-
lichkeiten sind. p(y) ist als Summe von Wahrscheinlichkeiten nicht negativ. Aufer-
dem gilt:

1.
Zyey ply) = Zyey ZxEA(y) p(z) =X=3",cy Aly) erx p(xr) =1

weil  p: X —[0,1] x — p(x)
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist (3.2)

2.Annahme: y - fest

oy L D) = L wpy) =
> plaly) = > ) x;(:y)p() A

eA(y) veaty PY)

Definition 3.3. (Input des EM-Algorithmus). Input des EM-Algorithmus ist:

1. eine symbolische Analysekomponente A
2. ein nicht-leeres und endliches Korpus von unvollstindigen Daten
fY SR

3. Ein Wahrscheinlichkeitsmodell M C M(X) fiir die vollstéindigen Da-
ten. D.h. jedes p € M ist von der Gestalt:

p: X —[0,1] und Zp(x)zl
zeX
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4. implizit noch gegeben: M C M()), Modell auf unvollstindigen Da-

ten, durch die Def.3.2

5. Start-Instanz p, € M
Definition 3.4. (Die Prozedur des EM-Algorithmus) ist:

(
(2)
(3)

1)

foreach =1, 2, 3, ... do

q = Pi—1
E-step: berechne das von ¢ erwartete Korpus f,: X — R mittels

folx) = f(y) - q(z]y) wobei y = yield(x)

M-step: berechne ein maximum-likelihood estimate p von M auf f,
L p) = L
(fo ) = max L(f,, p)
pii=1p

end // for each i
print po, p1, P2, P3; -

Bemerkungen.
incomplete—data corpusf
A
Y1 Ys Y3
[} [} [}
distribute f(y) to the analyzes x of y according q(xlﬁf)
2 v 3 N y v 3 N y v 3
L] L] L] R L] L] L] A L] L] L] .
X112 X1z Xz X X21 X2 Xz X Xa1 Xz Xz X
\ﬁ/—/ \ﬁ/—/
analyzes of y analyzes of y analyzes of y
total frequency = f(y1) total frequency = f(y2 ) total frequency = f(y3)

N

complete—data corpusf q

Abbildung 8: E step vom EM-Algorithmus
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symbolic analyze

r

Y
N A

E step: generate the complete—data—corpus complete-dat
expected by q corpus
fq

~_

incomplete—dat
corpus

a

T
M~ A
M step: maximum-likelihood estimation
[ ~————— complete—dat
q on complete data (corpus and model) model
instance of the \/
complete—data model

(input/output)

Abbildung 9: Prozedur vom EM-Algorithmus.

Zwei Fragen:

1. (y-fest)
Yt (@) = Yacaw FW) # a(@ly) = F(2) Xpeuiy 4@ 10) = F0) X oea 43 =

= F (W) * 7 Leaw (@) = [(W) * 5 * a(y) = f(y)

Z$€X fq (ZL’) —weil Partition(V ertauschen der Summationsreihen folge) Zyey Z$€A(y) fq (ZL’) -

— Antwort auf 1.Frage Zye)’ f(y) = ‘f|

D.h. jedes y € YV und jedes x € A(y) ist fiir die Frequenzverteilung wichtig. Es
wird nichts hinzugefiigt, oder entfernt um das erwartete Korpus von vollstindigen
Daten zu bilden/generieren!

3.3 Output des EM-Algorithmus

Theorem 3.1. Der Output des EM-Algorithmus ist eine Sequenz von Instanzen
des Modells M C M(X), den sogennaten EM re-estimates,

Po, P1, P2, P3, -

sodaft die Wahrscheinlichkeiten des Unvollstandigen-Daten-Korpus f,(die diesen
von jeweiligen Instanzen zugewiesen wird) monoton wachsend ist:

L(f,po) < L(f,p1) < L(f,p2) < ...
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Bemerkung.
Im allgemeinen gilt, dass der EM-Algorithmus zu einem MLE fiihren konnte, aber
nicht unbedingt fithren muss!

Beispiel.
Pathologische Fille:

| LEp)

globales Max.

lokales Max. lokales Min.

|

Plateau

pO pl p2 pOpip2 poplp2 pOpip2 PEM

Abbildung 10: Pathologische Félle

»Abhilfe: Vielmaliges Wiederholen der gesamten EM-Prozedur mit jeweils ver-
schiedenen Startparametern.(teuer!)

Kosten im Vergleich zu MLE auf vollstindigen Daten:

1. ein M-Schritt &~ eine ,normale“ MLE

2. ein E-Schritt : Kosten vernachlissigen wir auch (in der Praxis: meist Ver-
gleichbar von E- und M-Schritt mittels dynamischer Programmierung)

— Kosten vom EM: Anzahl Iterationen * Anzahl Startparametern * Kosten
einer normalen MLE.

Frage: Warum/Wann macht man dann EM?

e Baumbank-Herstellung teuer (Herstellung vollstandigen Daten ist teuer)
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Gegenwart: Grammatik-Schreiben ist ziemlich teuer!(Bsp.:CFG in Stuttgart, HPSG
in Saarbriicken)

e Alternative zu EM

— Grammatik

— Korpus von Sitzen

= im Prinzip konnten wir auch MLE eines Grammatik-Modells auf einem
Korpus von Sitzen machen.

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit des Korpus der vollstindigen Daten beziig-
lich einer Instanz p € M C M())

e gegeben: f:y — N

e gesucht: L(f,p) « (Bem. : dieselben W ahrscheinlichkeiten, wie im letzten Theorem)

L(f,p) =aes [ [p)"® = T]( D p(2))!®

yey yeY zcA(z)

Was ist also MLE hier in diesem Fall?

Antwort:

b= argmazyen [J( D p(2)/®

yeY zcA(y)

Falls ihr dies l6sen konnt, tut es! Benutzt nicht EM. Die Minimierung eines Pro-
dukts von Summen ist in der Regel sehr schwer;

— man muss in der Regel EM wéhlen!

Rezept: Falls MLE auf unvollstdndigen Daten mdoglich ist, dann macht man ite-
rierte MLE auf vollstdndigen Daten, d.h. EM.
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