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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die Wigner-Projektion definiert und es wird
gezeigt, dak die Wigner-Verteilung mit bekannten Algorithmen der
Computertomographie aus der Wigner-Projektion berechnet werden
kan.

Da die Wigner-Projektion iiber die Wigner-Verteilung definiert ist,
zielt diese Arbeit auf die Berechnung der Wigner-Projektion direkt
aus dem Zeitsignal, ohne Umweg iiber die Wigner-Verteilung ab. Die-
ses Ziel wird durch die Angabe eines geometrischen Verfahrens zur
direkten Berechnung der Wigner-Projektion entlang von Geraden der
Zeit-Frequenz-Ebene aus dem Zeitsignal erreicht.

Das Verfahren wird in der Programmiersprache MATLAB fiir zeit-
diskrete Signale implementiert und Ergebnisse zur implementierten
Wigner-Projektion werden vorgestellt.
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1 Einleitung

Die Wigner-Verteilung ist eine Zeit-Frequenz-Darstellung eines Zeitsi-
gnals. Sie vercinigt fiir Sprachsignale dic Vorteile des Breitband- und des
Schmalband-Spektogramms, d.h. sie verbindet eine gute Zeitauflésung mit
ciner guten Frequenzauflosung und bictet sich damit fiir die Analyse von
Sprachsignalen an.

Die vorliegende Arbeit stellt eine neuartige Berechnungmethode fiir die Wig-
ner-Verteilung vor. Genauer gesagt, konzentriert sich diese Arbeit auf Defi-
nition und Berechnung der Wigner-Projcktion. Von der Wigner-Projecktion
kann man jedoch mit Algorithmen, die fiir die Computertomographie ent-
wickelt wurden, zur Wigner-Vertcilung gelangen.

Nach dieser Einleitung wird deshalb zunéchst ein wenig auf die Grundla-
gen der Computertomographie eingegangen, die vom mathematischen Stand-
punkt aus gesehen, relativ einfach sind, da sie sich ndmlich in einem einzigen
Satz niederschreiben lassen, dem sogenannten Fourier- Slice-Satz. Von die-
ser mathematischen Schlichtheit darf man sich jedoch nicht tduschen lassen.
Der Fourier-Slice-Satz zeigt einen raffinierten und eleganten Weg auf, wie
man sich von einem direkt nicht zugénglichen Objekt trotzdem ein Abbild
beschaffen kann. Dieses Potential wird in dieser Arbeit genutzt, um cinen
ncuartigen Zugang zur Wigner-Verteilung aufzuzeigen.

Nach dem Abschnitt zur Computertomographie finden sich die Definition
und auch schon erste Berechnungen zur Wigner Projektion. Daran anschlie-
fend wird cin Weg aufgezeigt, wie man mit Hilfe des Fourier-Slice-Satzes von
der Wigner-Projektion zur Wigner-Verteilung gelangen kann.

Im folgenden steht dann die Wigner-Projektion ganz im Mittelpunkt des
Interesses. Die Wigner-Projektion ist iiber die Wigner-Verteilung und nicht
direkt iiber das Zeitsignal definiert. Eigentlich ist aber ein Weg gesucht, vom
Zeitsignal iiber die Wigner-Projektion die Wigner-Verteilung zu berechnen.
In dieser Arbeit wird daher cin dirckter Weg vom Zeitsignal zur Wigner-
-Projektion angegeben. Hierbei befreit man sich Schritt fiir Schritt durch
gewisse geometrische Uberlegungen von den Wigner-Verteilungen.

Fiir die Berechnung der Wigner-Projektion spielen Manipulationen des Zeit-
signals mit Chirp-Funktionen eine wichtige Rolle, da diese die Wigner-
-Verteilung des Zeitsignals in relativ iibersichtlicher Weise verdndern. Es
ist bekannt (oder es wurde zumindest antizipiert), daf gedrehte Wigner-
-Verteilungen durch Faltung und Multiplikation von Chirp-Funktionen mit
dem Zeitsignal produziert werden konnen. Ein wesentliches Ergebnis dieser
Arbeit ist die Bestdtigung dieser Tatsache durch die genaue Angabe der
zugrundeliegenden Chirp-Funktionen.

Im letzten Abschnitt werden erste Implementierungsversuche der Wigner-
Projektion vorgestellt. Besondere Schwierigkeiten ergeben sich darin, daf



der theoretische Teil fiir zeitkontinuierliche Signale formuliert ist, die Im-
plementierung aber zeitdiskret erfogte. Die zeitdiskrete Implementierung ist
daher nur in einem eingeschrankten Parameterbereich verwendbar.

Abbildung 1: picture als Bild

2 Der Fourier-Slice-Satz

Um in dieser Arbeit eine konsistente Bezeichnungsweise zu erhalten, wird
in diesem Abschnitt von einem kartesischen Koordinatensystem mit einer
Zeitachse ¢ und eciner Frequenzachse f ausgegangen.

Sei in diesem Koordinatensystem eine reellwertige Funktion
picture : R2 — R (t, f) v picture(t, f) (1)

gegeben.

Wie der Name der Funktion schon andeutet, kann man sich unter picture
durchaus ein Bild vorstellen, zum Beispiel einen Schnitt durch cinen mensch-
lichen Kopf oder eben auch die Wignerverteilung eines Sprachsignals. Die
Farbe (oder Intensitdt oder Schwirzung) des Bildes an der Stelle (¢, f) be-
stimmt sich mittels ciner gegebenen reellwertigen Farbskala aus dem Funk-
tionswert picture(t, f). Ein einfaches Bild ist in der Abbildung 1 dargestellt.

Nun ist es so, dalt man nicht ohne weiteres durch einen menschlichen Kopf
schneiden darf. Man darf allerdings in der Regel unter gewissen Voraus-
setzungen den menschlichen Kopf durchleuchten. Diese gegebene Sachlage
motiviert folgende Annahmen:

Man stelle sich vor, daf das Bild picture nicht direkt zugénglich ist, dafiir



projecti ong

Abbildung 2: Berechnung von projectiony aus picture

aber dessen simtliche Projektionen entlang der Geraden I'ys:

projectiony : R — R s picture(t, f) d(t, f) (2)
Ty,s
Hierbei ist 9 cin orientierter Winkel und I'y ¢ cine orientierte Gerade, wie in
Abbildung 2 dargestellt. Ausdriicklich soll an dieser Stelle bemerkt werden,
dafs s auch negative Werte annehmen darf.

Der Schliissel zur Bestimmung des Bildes aus dessen Projektionen ist der
Fourier-Slice-Satz. Informell besagt es, daf die (2-dimensionale) Fourier-
Transformierte von picture cntlang der Geraden T'y mit der Fourier-
Transformierten von projectiony iibereinstimmt. Die Gerade I'y ist ebenfalls
in Abbildung 2 dargestellt. Sdmtliche Geraden I'y iiberdecken aber zusam-
men dic gesamte Ebene R?. Somit ist die Fourier-Transformierte des Bildes
vollstdandig bekannt. Durch eine inverse Fourier-Transformation kann dann
das Bild selbst berechnet werden.

Da die Fourier-Transformierte einer Funktion nicht iiberall in der Literatur
gleich definiert wird (der Faktor 27 bereitet Probleme), hier die in dieser
Arbeit benutzte Definition:

Definition(Fourier-Transformierte) ! : Sei d € N ecine belichige Dimen-
sion und ¢ : R* — C cine Funktion. Dann heifit

:RT'—C  um /Rd e 2L () do (3)

die Fourier-Transformierte von . Es sei darauf hingewiesen, daf ¢ € C die
imaginire Einheit und u - v das Skalarprodukt der Vektoren u,v € R® ist o 2

(In Bauer [2] findet sich eine Definition der Fourier-Transformierten ohne
den Faktor 27)

Satz(Fourier-Slice): Sei 'y cine Gerade durch den Ursprung. Dann gilt
fiir jeden Punkt (¢, f) € Iy:

picture(t, f) = projectiony(s) (4)

Hierbei ist s € R durch die Darstellung (¢, f) = (s - cos 9, s - sin¥) festgelegt

In Kak u. Slaney [7] ist der Fourier-Slice-Satz ebenfalls angegeben. Dort
finden sich allerdings nicht die Zeit- und Frequenzparameter ¢ und f, sondern
andere Bezeichner. Der folgende Beweis ist auch dort angegeben. Ferner ist
cin zweiter, ldngerer und auch komplizierterer Beweis angegeben, der nicht
nur projectiony berechnet, sondern alle Projektionen projectiony. Dieser an
sich unnétige zweite Beweis ist durch seine grofere Anschaulichkeit dennoch
lesenswert. An dieser Stelle sei es aber mit dem Verweis getan.

Beweis: 3

Offensichtlich muf die gewiinschte Gleichheit nur fiir cine cinzige Gerade
'y gezeigt werden. Durch Drehen des Bildes picture konnen némlich alle
Geraden ineinander iiberfiihrt werden und es ist unerheblich, ob der Beweis
mit dem Ausgangsbild oder cinem vorab gedrchten Bild gefiithrt wird.

0.B.d.A. wird deshalb die Gleichheit nur fiir die Zeit-Achse T'y gezeigt.

!Definitionen, Sitze, Lemmatas oder Bemerkungen werden in dieser Arbeit nicht durch-
nummeriert, da eine solchermafen erreichte Ordnung doch eher willkiirlicher Natur ist.
Bevorzugt werden eher aussagekriftige Benennungen, die in Klammern hinter die betref-
fende Definition, den betreffenden Satz, u.s.w gesetzt sind. Im folgenden wird iiber diese
Bezeichnungen Bezug genommen. Auflerdem werden in dieser Arbeit alle wichtigen Glei-
chungen durchnummeriert, sodafs hier eine weitere bequeme Bezugnahme zur Verfiigung
steht.

2Zur Notation: die Box e ist ein sehr grofer Punkt und bezeichnet das Ende einer
groferen logischen Einheit: einer Definition, eines Satzes, eines Beweises, etc.

3In dieser Arbeit finden sich eigentlich keine im strengen mathematischen Sinne kor-
rekten Beweise. Wollte man dies, so wire es nétig, in den betreffenden Satzen weitere
Voraussetzungen - etwa Stetigkeit, Differenzierbarkeit der Zeitsignale, oder dhnliches -
aufzunehmen. Zum einen wiirde das den Rahmen dieser Arbeit sprengen, zum anderen
ginge die in dieser Arbeit angestrebte Einfachheit verloren. Trotzdem ist dieser Punkt na-
tiirlich nicht ohne Relevanz. Und man sollte ihn mit Blick auf die spéitere Implementation
nicht aus dem Auge verlieren.
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Abbildung 3: Zum Fourier-Slice-Satz
Es gilt fiir 9 = 0 und alle s € R:
_ oo oo .
picture(s,0) =pej.(3) / / e 2 (5:0) (L) - picture(t, ) dfdt
—oo J—o0
o0 oo
= / / e 2t picture(t, f) dfdt
—0Q J—00

= /:: e 2mist (/:; picture(t, f) df) dt

oo .
=Def.(3) ./700 e 2t projectiong(t) dt

=Def.(2) projectiony(s)

3 Die Wigner-Pro jektion

3.1 Definition der Wigner-Projektion, Berechnungen fiir 0°
und 90°

Nach den cinleitenden Worten ist klar, daf dic Wigner-Projektion etwas
mit den Projektionen der Wigner-Verteilung zu tun haben wird. Deshalb
hier zunéchst die Definition der Wigner-Verteilung (siche etwa Claasen u.
Mecklenbraucker [4]):

Definition(Wigner-Verteilung): Sei z cin reell- oder komplexwertiges
Zeitsignal. Dann heifit

oo
WD, :R2 — R (t,f) — [mx(t+ ;) . :E*(t _ %) . e—2m‘-f-1 dr (5)

Wigner-Verteilung von z. In der Gleichung (5) steht z* fiir das konjugiert
komplexe Zeitsignal z, d.h. z* = Re(z) — Im(z) o

Definition(Wigner-Projektion): Sci z ein reell- oder komplexwertiges
Zcitsignal. Dann heifit

WhilemrxR— R (0,5)n [ WDit1) de.s)  (©)

Wigner-Projektion des Zeitsignals z. Fiir 9 € [—m, nr] heifit
WP,y:R— R s+ WP(9,s) (7)

J-Wigner-Projcktion von z

Es ist klar, daf WP, g fiir WD, diesclbe Rolle spiclt, wic projectiony fiir
picture. Mit dem Fourier-Slice-Satz gewinnt man daher sofort folgenden Zu-
sammenhang:

Lemma: Sei I'y eine Gerade durch den Ursprung. Dann gilt fiir jeden Punkt

(t,f) ey: e .
WDz(t7 f) = WPz,ﬂ(S) (8)

Hierbeti ist s € R eindeutig durch die Darstellung (¢, f) = (s - cos 9, s - sin9)
bestimmt

Bemerkung: Die Wigner-Verteilung WD, ecines Zeitsignals  kann nach
diesem Lemma also wie folgt bestimmt werden: zundchst werden alle Funk-
tionen W Py 9 aus W P berechnet. Danach erfolgt die Berechnung aller deren
Fourier-Transformierten. Gleichung (8) gibt dann Auskunft, wie hieraus die
Fourier-Transformicrte WD, der Wigner-Verteilung entlang aller Geraden
'y zu berechnen ist. Die Sammlung aller dieser Berechnungen ergibt dic
Fourier-Transformierte V@m auf ganz R?. Daraus wird mit ciner inversen
(2-dimensionalen) Fourier-Transformation die Wigner-Verteilung selbst be-
rechnet.
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Dieses Verfahren - Berechnung der Wigner-Verteilung aus der Wigner-
Projcktion - ist jedoch nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Hier soll-
ten die fiir die Computertomographie entwickelten Algorithmen eingesetzt
werden, die man ctwa in Kak u. Slancy [7] findet.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist vielmehr die Untersuchung des Aus-
gangsobjekts des eben vorgestellten Verfahrens: die Wigner-Projektion. Hier-
bei wird natiirlich angestrebt, die Wigner-Projektion von der definitorisch
zugrundeliegenden Wigner-Verteilung zu 16sen, da sonst das oben beschrie-
bene Verfahren (Berechnung der Wigner- Verteilung aus vorher berechneter
Wigner- Projektion) sinnlos, ndmlich zirkuldr wére. Ziel der Arbeit ist die
Berechnung der Wigner-Projektion direkt aus dem gegebenen Zeitsignal oh-
ne Umwegnahme iiber die Wigner-Verteilung e

Zunichst sei bemerkt, daf fiir zwei Winkel 4, ndmlich ¥ = 0 und 9 = 90°,
bereits Informationen iiber W P, vorliegen:

Lemma:
WP, o=z (9)
W Py g0 =| X|? (10)
Hierbei ist X die spektrale Energiedichte des Zeitsignals z o
Beweis: Wohlbekannt sind die folgenden Gleichungen: Fiir jedes s € R gilt:

A ‘: WDs(s, f) df =| a(s)|? (11)

/j; WD, (t,s) dt =| X(s)|? (12)

Siche dazu Claasen u. Mecklenbriucker [4]. Mit ihnen und der Definition (6)
ergeben sich leicht (9) und (10). Abbildung 4 verdeutlicht den Sachverhalt e

An dieser Stelle ist es hochste Zeit eine Bemerkung iiber den Parameter
s anzustellen. In der Gleichung (11) fungiert s als Zeit-Parameter, in der
Gleichung (12) als Frequenz-Parameter. Fiir andere Winkel 9 wird sich s als
cin Zwitter-Parameter aus Zeit und Frequenz darstellen.

3.2 Berechnung der Wigner-Projektion mit gedrehter Wigner-
Verteilung

Im folgenden wird sich die Gleichung (9) noch als fruchtbar herausstellen. Es
gelingt namlich W P, g mittels WP, zu berechnen. Allerdings wird W Py
nicht mehr zu der Wigner-Verteilung W D, gehoren, sondern zu der entgegen

*Winkel haben in dieser Arbeit meistens die Einheit Bogengrad, d.h. sie sind dimen-
sionslos. Der besseren Anschaulichkeit halber wird aber gelegentlich auch die Einheit °
benutzt, wobei 1° den 360sten Teil des Vollkreiswinkels bezeichnet

11

Abbildung 4: Momentan-Leistung und Spektral-Energie

den Winkel ¥ gedrehten Wigner-Verteilung. Damit sind folgende Definitionen
angebracht:

Definition(Drehung): Sei ¥ € [—n, 7]. Dann heift die Abbildung

2 9 cosd —sind )
Dy :R" — R (thf)’—}(sin’l? cosd ) (taf)

Drchung um 9. Hierbei ist - das Matrizenprodukt °
L]

Diese Definition findet man in Biichern iiber analytische Geometrie und li-
neare Algebra, zum Beispiel in Fischer [3].

Bemerkung: Versteht man 9 weiterhin als orientierten Winkel (und das
wird empfohlen), so ist Dy eine Drehung um den Betrag des Winkels 9,

°In dieser Arbeit ist die Bedeutung der Notation (¢, f) kontextabhingig:
e in Verbindung mit einem Matrizenprodukt wird (¢, f) als 2 x 1-Matrix, d.h. als

Spaltenvektor ( ; ) interpretiert (1 x 2-Matrizen -Zeilenvektoren- kommen zwar

in dieser Arbeit nicht explizit vor, kénnten zur Unterscheidung von (¢, f) aber mit
(t f) - ohne Komma- notiert werden)

e in Verbindung mit einem Funktionssymbol wird (t,f) als Argument der Funktion
interpretiert

Damit wird die Frage offen gelassen, ob Elemente des R? Zeilen- oder Spaltenvektoren
sind. Eine Entscheidung fiir das eine oder andere trigt nach der Erfahrung des Autors
wenig zur Klarheit und Konsistenz einer Arbeit bei.
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Abbildung 5: Drehung Dy

und in dieselbe Richtung wie 9. In der Abbildung 5 sicht man, daf Dy
cinen Punkt (s,0) der Geraden I'y auf den Punkt Dy(s,0) abbildet, der
auf der Geraden 'y liegt. Eine kurze Berechnung bestitigt dies: Dyg(0, s) =
( ;)51199 _C(S);nf -(5,0) = (s-cosd,s - sind). Ebenso cinsichtig ist, daf
unter Dy die gesamte Gerade Iy auf die Gerade I'y abgebildet wird. Dy
dreht also in der Tat Objckte des R? in der anschaulich gewohnten Art und
Weise. Das folgende Beispiel ist die Drchung um 90°. Hier zeigt zeigt sich
auch schr schon, wie sich die Bedeutung der Parameter ¢ und f vertauscht,
was noch einmal ein Indiz fiir den zwitterhaften Charakter des Parameters
s in den Gleichungen (11) und (12), respektive in (6) darstellt o

Beispiel:

Do t, ) = ( - ) (6) = (=£0)

Die Drehrichtung stimmt also. Als lineare Abbildung ist Dgge im Ubrigen
auch durch die Angabe:

D90°(1:0) = (0:1) D90°(071) = (_170)
vollstandig bestimmt o

Definition(gedrehte Wigner-Verteilung): Sei WD, ecine Wigner-
Verteilung und 9 € [—m, 7). Dann heift:

WDz,z? : R2 — R (t: f) g WDZ(Dﬂ(tzf)) (13)

13

entgegen ¥ gedrehte Wigner-Verteilung e

Bemerkung: Wer auf Funktionsargumente verzichten méchte, kann folgen-
de Funktions-Gleichung benutzen:

WDy := WDy oDy
Hierbei ist o die Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen, wobei (bei un-
geklammerten Ausdriicken) die am weitesten rechts stehende Abbildung zu-
crst angewandt wird e
Bemerkung: Es mag etwas befremden, daR in der Definition (13) von
WD, als ciner entgegen ¥ gedrehten Wigner-Verteilung gesprochen wird.
Die Abbildung 6 gibt aber Aufschluff. 9 ist hierin mathematisch positiv ori-
centiert. Eine Drchung entgegen 9 ist also cine Drchung in mathematisch
negativem Sinn, dem Uhrzeigersinn. In der Abbildung kann man sich in
der Tat vorstellen, dali WD,y aus einer im Uhrzeigersinn erfolgten Dre-
hung aus WD, entstanden ist. Fiir dic Berechnung von WD,y an der
Stelle (s,0) € Ty benétigt man WD, an der Stelle (¢, f) € T'y. Der Ab-
bildung entnimmt man aber (¢, f) = Dy(s,0), woraus sich wie gewiinscht
WDg9(s,0) = WDg(t, f) = WDg(Dy(s,0)), oder WDy 9 = WD, o Dy
ergibt.
Zusammenfassend sollte man also unterscheiden: Fiir ein Objekt O des R?
ist zwar Dy(O) das um 9 gedrehte Objekt. Fiir ein Bild picture (hier WD)
ist jedoch picture o Dy das entgegen 9 gedrehte Bild
Hier die versprochene Berechnung der 9-Wigner-Projektion als eine 0-
Wigner-Projektion einer gedrehten Wigner-Verteilung:

Lemma: Fiir alle (9, s) € [—m, 7] x R gilt:
WPi(8,5) = [ WDolt, 1) dit.f) (14)
0,s
L]

Beweis: Sci also (9, s) € [-m, 7] x R. Dann gilt:
WE0,5) =perco) [ WDslt,f) dit, )
Die Substitution (¢, f) = Dy(t, f') liefert:
WPi(0,5) = [ WD.Do(t, /) 1 dt,f)
0,5

Dabei steht die 1 fiir die Funktionaldeterminante der Drehung Dy. Ferner
muR man sich klarmachen, dak: (¢, f) € Ty,s gdw. (¢, f') € To. (Die rich-
tige Anwendung der 2-dimensionalen Substitutionsregel entnimmt man zum
Beispiel Erwe [1].) Der Rest ergibt sich mit Definition (13) und der trivialen
Substitution (¢, f) = (¢, f') ®

Diese Lemma erhélt im néchsten Abschnitt eine Fortsetzung. Vorher wird
aber eine wichtige Frage geklért.
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Abbildung 6: Entgegen 9 gedrehte Wigner-Verteilung

3.3 Sind gedrehte Wigner-Verteilungen Wigner-Verteilungen ?

In Definition (13) wurden gedrehte Wigner-Verteilungen eingefiihrt. Wie sich
in den n#chsten Abschnitten zeigen wird, ist der Name gedrehte Wigner-
Verteilung nicht nur Schall und Rauch. Es wurde ja schon gezeigt - was
auch die Namensgebung motiviert hat - daf eine gedrehte Wigner-Verteilung
durch Drchung aus ciner Wigner-Verteilung entsteht. Es gilt jedoch noch
mehr: Gedrehte Wigner-Verteilungen sind Wigner-Verteilungen, d.h. zu jeder
gedrehten Wigner-Verteilung WDy 9 gibt es ein Zeitsignal xy, sodat WDy 9
Wigner-Verteilung von zy ist. Fiir diese Tatsache ist ecin Satz fallig.

Satz(Signal-Existenz): Eine gedrehte Wigner-Verteilung ist eine Wigner-
Verteilung, d.h. zu jedem Zeitsignal z und fiir jeden Winkel ¢ € [—n, ] gibt
es ein Zeitsignal zy, sodak:

WDy 9 =WDyg, (15)

Der Beweis dieses Satzes erfordert cinige Vorbereitung. Hier eine wichtige
Folgerung:

Korollar: Fiir alle (9, s) € [-n,n] x R gilt:

WP,(9,s) =| z4(s)|? (16)

15

Hierbei ist zy das Zeitsignal aus dem Signal-Existenz-Satz e

Beweis:
WP,(d,5) =cig.10 /F WDt f) dit, f)
0,s

=Def. von zy /F(Js WDIﬂ(t7f) d(t7 f)

=Def.(6) WPza (Oa 5)

=Def.(7) W Py, 0(s)

=cig0) | ma(s)]

D.h. die ¥-Wigner-Projektion rechnet sich als Momentan-Leistung aus ci-
nem Zeitsignal zy. Dieser Sachverhalt - zu beweisen iiber das Nebenresultat:
gedrehte Wigner-Verteilungen sind Wigner-Verteilungen - ist das eigentliche
Motiv fiir die Suche nach den Zeitsignalen zy. Mit dieser wichtigen Bemer-
kung soll dieser Abschnitt enden.

3.4 Standortwechsel: Die Wigner-Verteilung von manipu-
lierten Zeit- Signalen

Dem unvoreingenommenen Leser wird auffallen, dafs der zentrale Satz des
vorherigen Abschnitts zwar als cine Art Signal-Existenz-Aussage formuliert
wurde, durchaus aber auch anders interpretiert werden kann. Etwas anders
gelesen besagt der Satz ndmlich: ist ein aus einem Zeitsignal z durch gewisse
Manipulationen hervorgegangenes Zeitsignal Z gegeben, so berechnet sich die
Wigner-Verteilung WDj; des Signals Z durch gewisse Manipulationen (im
Satz beispielsweise durch eine Drehung) aus der Wigner-Verteilung WD,
des Signals z.

Diese Sichtweise ist nicht neu. Fiir die Wigner-Verteilung sind derartige Aus-
sagen bereits bekannt. Es erfolgt cine Auflistung, die beim ersten Lesen
iibergangen werden kann. In den anschliefenden Ausfithrungen wird man
Spezialfillen von Filtering und Modulation begegnen, ansonsten dient die
Auflistung in erster Linie der Demonstration, daf sich der Standortwechsel
lohnt und man in die cingeschlagene Richtung gut weiterggehen kann. Zu-
vor aber noch die Definition der im folgenden noch oft gebrauchten Faltung
zweier Funktionen (siche dazu Bauer [2]).
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Definition(Faltung): Fiir zwei Funktionen ¢, : R — C heifit:
oo
p*x1): R— C ul—)/ p)p(u —v) dv (17)
—00

Faltung von ¢ und ¢ e
Nun die Auflistung, die Claasen u. Mecklenbriucker [4] entnommen wurde:

Lemma(Time Shift) ¢ : Sei z cin reell- oder komplexwertiges Zeitsignal,
sci g € R und:
Z:R—C t z(t—tg)

Dann gilt fiir alle (¢, f) € R%:
WDs(t, f) = W Dq(t — to, f) (18)
L

Lemma(Frequency Shift): Sei z ein reell- oder komplexwertiges Zeitsi-
gnal, sei fy € R und:

Z:R—C t s a(t) - 2T fot
Dann gilt fiir alle (¢, f) € R%:
WDi(tzf) = WDz(tvf - fO) (19)

Lemma(Filtering): Seien z und y reell- oder komplexwertige Zeitsignale
und sei:
z2:R— C t—z*y(t)

Dann gilt fiir alle f € R die folgende Gleichung "
WD;(., f) = WDq(., f) * WDy(.. f)
Oder: fiir alle (¢, f) € R? gilt:
WDs(t, f) = WD (., f) * WDy(., £)I(£) (20)

Lemma(Modulation): Seien z und y reell- oder komplexwertige Zeitsigna-
le und sei:
z:R—C t— z-y(t)

SDie niichsten vier Lemmata tragen englische Namen, da sie sich nur schwer ins Deut-
sche iibertragen lassen, da naheliegende Ubersetzungen oft schon eine gewisse Vorbedeu-

v ragen, die mit den i g Lemmagee prmtieiemSachyprhaltgp inkpnsiigns Sp)
Enstp?ec%ellll elsrgilt nafltl'rlich fiir WD;(., f) und WD, (.
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Dann gilt fiir alle ¢ € R die folgende Gleichung :

)
_ .) * WDy(t,
W) = WDalt, y
Oder: fiir alle (¢, f) € RE ig%t) (

WDs(t, f) = WD (1, * WPt )

Im néchsten Abschnitt wird diese Liste weiter ergénzt.

3.5 Manipulationen des Zeitsignals mit Chirp-Funktionen
und deren Auswirkungen auf die Wigner-Verteilung

Definition(Chirp) Sei « € R. Dann heifit:
chirp, :R — C t s emiet’ (22)

Chirp-Funktion e

Im folgenden wird untersucht, wie sich Multiplikation und Faltung des Zeit-
signals mit einem Cirp auf die Wigner-Verteilung des Zeitsignals auswirken.
Zunéchst die Multiplikation:

Lemma(Chirp-Modulation) Sei z cin reell- oder komplexwertiges Zeitsi-
gnal. Dann gilt fiir alle @ € R und fiir alle (¢, f) € R%:

WDz-chirpa(t7 f) = WDZ(ta f —a: t) (23)

Beweis: Es gibt zwei Wege, um Gleichung (23) zu zcigen. Einmal kénnte
man versuchen, das Modulation-Lemma des vorherigen Abschnitts anzuwen-
den. Dazu miifite man allerdings dic Wigner-Verteilung cines Chirps kennen.
Dies ist keine grofie Schwierigkeit und weiter unten wird sic auch berechnet.
Da in dieser Arbeit aber kein Beweis des Modulation-Lemmas durchgefiihrt
wurde, wird an dieser Stelle der direkte Weg bevorzugt, der auch auferdem
straight-forward ablauft:

oo ) T
WDz-chirpﬂ(tv f) =Dejf.(5) / (iK'Ch’LT‘pa)(t-l-
—o0

2 (@@ ehirpa)t = ) e ar

Unter Benutzung von (p - g)* = p* - ¢* fiir p,q € C gilt dann:

WDZ-chiTPn(t! f) = /

—oQ

2

®Dabei ist W D,(l,.) fiir festes ¢ € R eine Funktion R — R f— WDi(L, f).
Enstprechend W Dz(t,.) und WD,(t,.)
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$(t+%)-chirpa(t+z)-z*(t—%)-(chirpa(t— %)) e 2T g



e : T : T :
ey [ _alt+ ) e g = D) (et DY) g

An dieser Stelle wird nun ausgenutzt, daf (e*?)* = e=** fiir cine reelle Zahl
Agilt. Dam-a-(t— %)2 reellwertig ist, folgt:

00 . r . - .
W Da.chirpa (t, f) = / z(t+%)e”'a‘<t+a)2-x*(t—z)-e*“'“'“*512-e*2“'f'f dr

—00

e I R R B
S 2 2

_ /oo ot + %) (- %) . ewi-a-(t2+rt+;)—m-a-(t2—‘rt+#) L 2mifT g
—00
o T T . .
=/ Z(t-l— 7) -:E*(t _ 5) . e27rz-oz-‘rt ) 8721rz-f-7' dr

— *© Z x4 z . 2mi-at-T—27i-f-1
= z(t+ o) -z (¢ )-e dr
o 2 2

= /oo z(t+ I) Sx*(t— I) e el T gp
o 2 2

=Def.(5) WDz(tvf - at)
0

Lemma(Chirp-Filtering) Sei z ein reell- oder komplexwertiges Zeitsignal.
Dann gilt fiir alle 8 € R\ {0} und fiir alle (¢, f) € R

WDz*chirp% (tz f) = WDm(t - ﬁ : f7 f) (24)

Hier ist es wesentlich bequemer, das Filtering-Lemma aus dem vorherigen
Abschnitt heranzuzichen, als den Beweis auf direktem Weg anzugehen. Es
wird zunéchst die Wigner-Verteilung eines Chirps berechnet:

Lemma(Wigner-Verteilung eines Chirps) Fiir alle A € R gilt:
W D pirpy, = 00 auf der Geraden {(t,f) € R%|f = At}°
und
W D hirp, = 0 sonst
D.h. dic Wigner-Verteilung cines Chirps stellt sich als cine J-Funktion dar.

9Diese Gleichung soll wegen co € R\ R zum einem ausdriicken, daR W Dcnirp, kei-
ne Wigner-Verteilung ist, da Wigner-Verteilungen wegen Definition (5) immer reellwertig
sind. In diesem Sinne darf W D pirp, = oc als W Depirp, = undefiniert gelesen werden.
Zum anderen soll W Dcpirp, = o0 auf... ausdriicken, dak W Dcpirp, zur Klasse der
verallgemeinerten Funktionen gehért. Da W Depirp, eine besonders einfache verallgemei-
nerte Funktion ist und die mit W D¢pirp, vorgenommenen Rechnungen trivial sind, werden
diese im folgenden nicht besonders kommentiert.
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A
Gerade
f=Act
WDchirp)\Zm (A positiv)
\ sonst:
WDchirp,= 0
o

Abbildung 7: Wigner-Verteilung von chirpy

Beweis(Wigner-Verteilung eines Chirps): Dic ersten Beweis-Schritte
waren im wesentlichen schon mal da:

00 * .
W Dehirp, (t: f) =Dey.(5) / chirpy(t + %) : (chirm(t - %)) ce 2T gy
—00
o0 N * .
_ TN E) | (g X(t=5)?\" | g=2micfT g
Def.(22) /700 ( )
_ /°° TN | A F)? | 2w fr g
—00

o0 ) 2 2 )

_ / e‘lr-z-/\-(t2+‘rt+TT) ) e*‘ll"l'/\'(tQ*Tt‘FTT) L 2mifr g
—o0
e 27 ATt 27

:/ 2MEATE | i foT dr
—oo

00 )
=/ 6721r1-(f7)\-t)-‘r dr
—o0

Und durch Fallunterscheidung f — A -t = 0 bezichungsweise f — X -t # 0
erhélt man die Behauptung e

Beweis(Chirp-Filtering): Mit dem Filtering-Lemma gilt:
WDz*chirpzlg (t, f) = (WDz(a f) * WDchirp% (-a f))(t)

oo
=Def.(17) / WDg(t—7,f) - WDchirp% (r,f) dr
—00

Da (7, f) = W Dehirp, (7, f) cine §-Funktion entlang der Geraden {f = l%”r}

ist und man diese Gerade fiir 3 # 0 auch als {r = 8- f} darstellen kann,
folgt sofort:
WDz*chiszlg (t7 f) = WDm(t -B-f, f)
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Abbildung 8: Dic Scherungen &% und o5

Es wird nun versucht, Chirp-Filtering und Chirp-Modulation geometrisch zu
deuten. Dazu dienen folgende Definitionen.

Definition(Vertikal-Scherung): Fiir « € R heifit die lincare Abbildung

1

o, :R* — R’ (t,f)H( (1’>~(t7f)=(t7f—a~t) (25)

Vertikal-Scherung
Definition(Horizontal-Scherung): Fiir 8 € R heifit dic lincare Abbildung

oo wne () en-e-srn @

Horizontal-Scherung e

Bemerkung: Die Abbildung 8 verdeutlicht die geometrischen Eigenschaften
dieser Scherungen: Die Zeit-Achse wird unter @} in die Gerade {f = —a -t}
und die Frequenz-Achse wird unter @5 in die Gerade {t = —f- f} tiberfiihrt.
Fiir positives a € R ist @}, cine vertikale Scherung nach unten, fiir positives
B eRist ¢I>§ cine horizontale Scherung nach links

Grundsitzlich muff man aber auch hier - wie schon bei den Drehungen -
unterscheiden, ob eine Scherung auf cin Objekt des R? oder cin Bild in der
Ebene R? angewandt wird. Genauer:

Sei a € R positiv gewihlt, sei O cin Objekt des R? (etwa cine Gerade T'y)
und sei picture cin Bild im R? (man denke hierbei an die Wigner-Verteilung).
Dann ist ®}(O) cin nach unten geschertes Objekt, hingegen picture o ), cin
nach oben geschertes Bild.
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a,p positiv

picture

picture

Abbildung 9: Mit &, und @ gescherte Bilder

Fiir (I)b gilt analog: Ist 8 € R positiv gewihlt, O cin Objckt des R? und
picture cin Bild im R?, so ist <I>;3 (O) ein nach links geschertes Objekt, hin-
gegen picture o CDfi ein nach rechts geschertes Bild.

Die Orientierung kehrt sich bei dem Standortwechsel Objekt versus Bild also
gerade um. Diese Situation war auch schon bei den Drchungen vorhanden
und sollte den Leser nicht mehr allzu schr verwirren. Die Abbildung 9 stellt
die Situation fiir positive Parameter @ und S dar e

Diesen Abschnitt soll das folgende Lemma abschliefen. Die Notation nihert
sich dabei etwas an die Notation des Signal-Existenz-Satzes des vorherigen
Abschnitts an.

Lemma(gescherte Wigner-Verteilungen): Sei x ein Zeitsignal und seien
@, € R% Dann sind dic gescherten Wigner-Verteilungen WDy, o ®), und
WDy o @g Wigner-Verteilungen, d.h. es gibt zwei Zeitsignale z, und xﬁ
mit:

WD, 0@, =WD,, WDy o5 = WDy (27)
L]

Beweis: Wibhle fiir beliebiges a € R:
zh = - chirp, (28)
Fiir 8 € R ist darauf zu achten, ob f = 0. Wéahle:
T =Tk chirp% (B+#0), T == (B=0) (29)
Dann gilt fiir alle (¢, f) € R%:
(WD 0 ®F)(t, f) = W Da(®@5(t, f))

=pef.(25) WDs(t, f — - 1)
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=Glg.(23) WDz-chirpa (tz f)
=clg.(28) WD, (t, f)
Fiir 8 = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir 8 # 0 gilt fiir alle (¢, f) € R%:
(WDz o (b{(;)(ta f) = WDz(Qg(ta f))
=Def.26) WDz(t = B- f, f)
=Glg.(24) WDac*chirp% (¢, 1)

=alg.29) W Dag (¢, f)

3.6 Gedrehte Wigner-Verteilungen sind Wigner-Verteilungen !

Die positive Beantwortung, ob gedrehte Wigner-Verteilungen Wigner- Ver-
teilungen sind, féllt jetzt relativ leicht. Die Strategic wird sein, Drchungen
als Hintereinanderausfiihrung von Horizontal- und/oder Vertikal-Scherungen
darzustellen. Iterierte Anwendung des Lemmas aus dem vorherigen Ab-
schnitt ergibt dann das gewiinschte Ergebnis.

Lemma: Sei 9 € [—n, 7], ¥ # m und 9 # —=. Dann gilt mit:

B = sind, = % (@:=0 falls 9=0)  (30)
die folgende Darstellung:
Dy = ®} 0 dfy o D (31)
D.h. fiir alle (¢, f) € R? gilt:
Dy(t, ) = @ (@5 (2%t 1)) (32)

Beweis: Fiir ¢ = 0 ist @ = # = 0 und die Gleichung (31) verkommt zur
Trivialitét, da alle beteiligten Abbildungen gleich der Identitét sind. Sei also
9 # 0. Wegen der Einschriankung 9 # 7 und 9 # — ist dann sind # 0, d.h.
« ist definiert. Dann gilt:

‘PE ° ‘I’zji =g 0 ‘I)tos(o)

-1
sin 9

_<1—sin19)< 1 0)
- : 1—cos?d
0 1 “Sng 1

_ ( 1—sing - (L20)  —sing )

1—cos ¥ 1
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1—(1—cosd) —sind
= 1-—cosd 1
sin

cos —sind
= l1—cos?d 1

sin o

Also:
mfi o (@b ° @é) = Qtos(ﬁ)—l o ((I);inﬂ o <PJéos(ﬂ) )
cos(0)-1 cos(d)=1

-1
sin sin 9

1 0 cos v —sind
= 1—cosd 1 : 1—cos ¥ 1
sin sin 9

cos ¥ —sind
= Cosﬂ,(%)+m _Sinﬂ'(lgj?;ﬂ)‘Fl

sin?

cos d —sind
- (1+cosﬂ)~(m) —(1—cosd) +1

sind
B cos —sind
_( 12?:5;’9 —1+cos19+1>
_ [ cosd  —sind
(= )

[ cosd  —sind
“\ sind  cosd

Beweis des Signal-Existenz-Satzes: Der Beweis fiir ¢ = 7 und J =
—n muf extra gefithrt werden. Fiir alle anderen 9 € [—mr, 7] gilt mit dem
Zcitsignal

1

w0 = ((44);) (33)

a

(o und B gemih (30) gewihlt) die Gleichung (15). Fiir 8 # 0 gilt iibrigens
geméf der Gleichungen (29) und (28):

Ty = ((x - chirpq) * Chirp%) - chirpa (34)

Diese Gleichung wird spéter noch ausgeniitzt. Es wird nun die Gleichung
(15) gezcigt. Sci also (¢, f) € R%. Dann gilt:

WDy (t, f) = WDy(Dy(t, f))
~w, (o4 (35 (040.1)

~wb,, (05 (040.))
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= WD) (o4t 1)

3.7 Die Berechnung der Wigner-Projektion aus dem Zeitsi-
gnal

Hier nun das Ergebnis dieser Arbeit. Als unmittelbare Schluffolgerung aus
dem Signal-Existenz-Satz erhélt man:

Korollar: Fiir alle ¢ € [—n, 7] mit sind # 0 gilt:
WPy =| (2 - chirpo) + chirps 12 (35)
Hierbei sind @ und 3 gemif (30) gewihlt, d.h.
WPy =| (x . ChiT‘p%)ﬂ__l) * chirpﬁ\z (36)

Beweis: Mit den Gleichungen (16), (34) und der leicht zu verifizierenden
Eigenschaft | chirps| =1 ergibt sich die Behauptung e
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4 Bemerkungen

Dieser Abschnitt falit weitere Ergebnisse zusammen, die sich im Verlauf der
Arbeit angesammelt haben.

Bemerkung: Zunichst soll auf folgende zu Gleichung (31) duale Gleichung
aufmerksam gemacht werden: fiir alle 9 € [—m, 7] gibt es gewisse a, 8 € R,
sodaf

Dy = (I’g o (PJ’ o @; (37)
Der geneigte Leser mag dies verifizieren. Interessant ist aber die aus Glei-
chung g37) 4 zichende Folgerung: Auch hier gelangt man zu cinem Zeitsignal
g, welches die Gleichung (16) erfiillt. Allerdings 18st sich | z|? fiir dieses
Zeitsignal nicht mehr so schén in Wohlgefallen auf. In der Gleichung (35) ent-
sprechenden Gleichung bleiben dre: Chirps bestchen, zudem hat man zwes
Faltungen durchzufiihren. Die Wahl von Gleichung (31) ist also in diesem
Sinn als optimal anzusehen o

Bemerkung: Es soll weiterhin darauf aufmerksam gemacht werden, daf eine
Drehung keinesfalls Hintereinanderausfithrung nur zweier Vertikal- und/oder
Horizontal-Scherungen sein kann, d.h. es gibt keine a, 8 € R, sodaf:

Dy =df o B},
oder:

Dy=2Lodf

Trotz dieser Tatsache stehen in Gleichung (35) nur zwei Chirps. Dies ist also
ein gewisser Erfolg

(Die Annahme, dak eine der beiden Gleichungen erfiillt werden kann, kann
mit der entsprechenden Matrizen-Gleichung zum Widerspruch gefiihrt wer-
den. Ist etwa:

Dy = &} 0 D

cosd —sind | 1 o) (1 -B
sind cos ¥ "\ —a 1 0 1

cosd —sind | 1 -
sind cosd | \ —a 14+af

D.h. insbesondere gilt fiir alle Winkel ¢, daR cosd = 1. Widerspruch) e

So folgt:

Also:

Bemerkung: Die Gleichung (31) mit «, 8 gemédf Gleichung (30) wurde aus

dem Ansatz
<g _Cs>zq>goq>;; o & (38)
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gewonnen. Dabei ist es sehr beachtlich, dafl die Matrix ( g _CS ) noch

keine Drehmatrix ist. Dazu wére ndmlich noch die Determinantenbedingung
C? + 5% = 1 zu erfiillen. Im Klartext: die Losungen o und B des Ansat-
zes (38) fithren automatisch zu Drehmatrizen, d.h. zu C und S, welche die
Determinantenbedingung erfiillen. D.h. an dieser Stelle wird einem ectwas
quasi “geschenkt”. Dem Verfasser ist unklar, welche Eigenschaft der Wigner-
Verteilung fiir diese erstaunliche Tatsache verantwortlich ist e

Vermutung: Vermutlich kann der Signal-Existenz-Satz wie folgt verstérkt
werden: Sei z cin Zeitsignal und sei T : R?> — R? cine bijektive, affine
Abbildung. Dann gibt es cin Zeitsignal zp, sodaf:

WD, oT = WDy, (39)

Ausblick: Mit der Instantiierung der Gleichung (36) sollte nun folgende
Berechnung der Wigner-Verteilung aus dem Zeitsignal moglich sein:

e In einem ersten Schritt wird fiir ein gegebenes Zeitsignal geméafs der
Gleichung (36) die Wigner-Projektion berechnet.

e In cinem zweiten Schritt wird dann daraus mit Algorithmen aus der
Computertomographie die Wigner-Verteilung berechnet.

Ausblick: Eventuell konnte es sich zeigen, dafs schon dic Wigner-Projcktion
an sich ein fiir den Phonetiker geeignetes Instrument fiir die Analyse von
Sprachsignalen darstellt, denn:

e Die Wigner-Projektion ist wie die Wigner-Verteilung ein (reellwertiges)
zweidimensionales Bild eines Sprachsignals.

e Dic Wigner-Projektion trégt dieselbe Information wie dic Wigner-
Verteilung, da sich die Wigner-Verteilung aus der Wigner-Projektion,
aber auch die Wigner-Verteilung aus der Wigner-Projektion berechnen
laft
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5 Eine Implementierung der Wigner-Projektion

Der nun folgende Teil ist die Dokumentation einer Implementierung des Ko-
rollars (36) in der Programmiersprache MATLAB.

Um ganz kurz auf MATLAB cinzugehen: MATLAB zeichnet sich dadurch
aus, daff es schr gut mit Vektoren und Matrizen umgehen kann. Dies ist
von Vorteil, wenn Zeitsignale bearbeitet werden miissen, da diese in der di-
gitalen Verarbeitung immer als Vektoren vorliegen. Ein zweiter Punkt, der
MATLAB auszeichnet: in MATLAB stehen schr viele graphische Funktionen
zur Verfiigung, sodaf man in der Regel die untersuchten Objekte sehr gut
visualisieren kann.

Die hier vorgestellte Implementation umfaft die folgenden Funktionen:
test, testl, test2, test3, wp, faltung, chirp.

Die Funktionen test, testl, test2, test3 dienen, wic ihr Name andeutet, dem
Test der Implementation. Genauer:

e In test wird cin Uberblick iiber dic implementicrten Test-Zeitsignale
gegeben. Der Anwender erhilt in MATLAB diesen Uberblick mit dem
Befehl help test.

e In den Funktionen testl,test2,test3 sind Test-Zeitsignale implemen-
tiert. Nach Aufruf einer dieser Funktionen (von MATLAB aus) erfolgt
cin Bildschirm-Ausdruck der Wigner-Projektion des entsprechenden
Zcitsignals.

Es ist moglich, die Test-Funktionen sukzessive zu erweitern. In dieser Ar-
beit wird nicht weiter auf dic Test-Funktionen cingegangen. Die folgenden
Abschnitte gehen auf die zentralen Funktionen faltung, chirp, wp ein.

5.1 Die Funktion faltung

Gleichung (36) zeigt, daf zur Berechnung der Wigner-Projektion W Py drei
Funktionen, nimlich z, chirp cos(9)-1 , chirp;ﬂ und drei Operationen, ndm-
sin 9 sin

lich die Multiplikation -, die Faltung * und der Absolutbetrag nétig sind.
Von den Funktionen ist das Zeitsignal z gegeben und die Chirp-Funktionen
werden im néchsten Abschnitt betrachtet.

Von den Operationen ist die Realisation der Multiplikation und des Abso-

lutbetrages (in MATLAB) schr cinfach. Die Faltung bereitet jedoch gewisse
Schwierigkeiten.

Die Faltung zweier Funktionen ist in Gleichung (17) definiert. Fiir zwei Zeit-
signale z und y gilt damit fiir ¢ € R:
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§ X(1) (1) dr A X(T) - y(t- 1)
=2, Tx(mT).y(t-mT)
/] _
3T 2T T T 2T 3T - L T

0

Abbildung 10: Zusammenhang zwischen kontinuierlicher und diskreter Fal-
tung

2 y(t) :/°o o(r) -yt —7) dr (40)

—00

Sind diese Zeitsignale = und y zeitdiskret durch X und Y mit
X(n):=z(n-T) und Y(n):=yn-T) (ne€Z) (41)

gegeben (7' ist dabei eine feste positive reelle Zahl, das sogenannte Abtast-

intervall), so gilt firt =n-T

zxy(t)=T- i X(m)-Y(n—m) (42)

m=—0o0

Die Approximation erhélt man, indem man in der Gleichung (40) fiir z und y
geschickt gewéhlte Treppenfunktionen benutzt. Die Abbildung (10) verdeut-
licht den Zusammenhang. Die Summe auf der rechten Scite ist per Definition
die diskrete Faltung X Y (n). Somit gewinnt man also:

zxy(t)~T-X *Y(n) (t=n-T) (43)

Ferner sei bemerkt, daff man es in Gleichung (42) mit endlichen Summen
zu tun hat, falls die zeitkontinuierlichen Signale z und y auf Intervalle be-
schrénkt werden.
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Es ist natiirlich recht listig, daf in Gleichung (43) keine Gleichheit, sondern
nur ungefihre Gleichheit gilt. Erfiillen die Zeit-Frequenz-Darstellungen von
z und y jedoch die Abtastbedingung

1
— 44
1< 5om (44
so kann gezeigt werden, daf hier exakte Gleichheit gilt '°. Also:

zxy(t) =T X *Y(n) (t=n-T) (45)

Dic kontinuierliche Faltung ist damit fiir Signale, die die Abtastbedingung
(44) erfiillen, auf die diskrete Faltung zuriickgefiihrt. Leider ist in MATLAB
die diskrete Faltung eine langsame Standardfunktion. Aber mit einem Trick
kann die (diskrete) Faltung auf die (diskrete) Fourier-Transformation zuriick-
gefiihrt werden (und in MATLAB steht eine schnelle Fourier-Transformation
zur Verfiigung). Es gilt ndmlich (vergleiche etwa Bauer [2]):

X+y=X.Y (46)

Dic inverse Fourier-Transformicrte von X - ¥ licfert dann also die diskrete
Faltung X %Y. Damit ist man in der Lage eine schnelle MATLAB-Funktion
fiir die stetige Faltung zu schreiben:

function erg=faltung(X, Y, T)

A

% Autor: D. Prescher,

A Studienarbeit bei W. Wokurek
% Version: 06.06.1995

%

% Programmbeschreibung:
%  stetige Faltung
% X, Y diskrete Signale

% "uber dem Intervall [0, (N-1)xT]
pA T Abtastintervall

% erg Ergebnis der stetigen Faltung

% "uber dem Intervall [0, (N-1)*T]
%

N= length(X); pad= 2*N;

erg=T*ifft( fft(X, pad).* fft(Y, pad), pad);
erg=erg(1:1:N);

return

°Diese Bedingung ist eher im Zusammenhang von kontinuierlicher und diskreter
Fourier-Transformation bekannt, siche etwa Wokurek [5]. Da aber Faltung und Fourier-
Transformation dualen Charakter haben, kann man die Abtastbedingung auch fiir obigen
Zweck fordern.
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Zum Programm seien noch zwei kleine Anmerkungen gestattet. Erstens:
Die Variable pad sorgt dafiir, dak MATLAB nicht die periodische Fourier-
Transformation f f¢ benutzt (ebenso bei der inversen Fourier-Transformation
if ft). Zweitens: Die Faltung ergibt eventuell ein Signal, welches doppelt so
lang ist, wie die diskreten Ausgangs-Signale X und Y. Es ist also noch nétig
das interessantere Teilstiick herauszugreifen. Dies geschieht in der vorletzten
Programmzeile.

5.2 Die Funktion chirp

Es wird nun eine MATLAB-Funktion chirp vorgestellt, welche es gestattet
chirpeosv)-1 und chirpﬁ zu berechnen.
ST &

Gleichung (36) zeigt, da hierbei darauf zu achten ist, daf das Ergebnis auch
bei einer Faltung einzusetzen ist, d.h. das Ergebnis sollte der Abtastbedin-
gung (44) geniigen. Als Zeit-Frequenz-Darstellung eines Chirps kann hier
die Wigner-Darstellung herangezogen werden. Das Lemma iiber die Wigner-
Darstellung eines Chirps chirp, besagt, daf:

f=a-t

Mit der Abtastbedingung somit:

1
\a-t|<ﬁ

D.h.:
t < ;
2 |a|-T
Nun wird diese Bedingung nicht immer erfiillt sein. Fiir grofe a kann der
Zeitbereich, in dem die Abtastbedingung erfiillt wird, recht klein werden.
Grundsitzlich kann man dieser Wirkung zwar entgegen wirken, indem man
das T schr klein wahlt. Doch hat dies wiederum einen negativen Effekt auf
die Berechnung der fft und if ft. Man ist also in einem gewissen Dilemma.

In dieser Arbeit wurde das Problem so geldst, daf der Anwender zwischen
einem Chirp und einem sogenannten zeitbeschrankten Chirp wahlen kann,
der nur fiir Zeitbereiche definiert ist, die der Abtastbedingung geniigen. Die
Abbildung 11 zeigt cinen zeitbeschrankten Chirp.

Die konkrete Implementierung sieht so aus:

function erg=chirp(alpha, N, T, time_windowed)

%
% Autor: D. Prescher
% Studienarbeit bei W. Wokurek, IMS

% Version: 07.06.1995
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Wigner-Darstellung
f=zat

v(2T)

1(2p[T)

0  okay nicht
zeitbeschrankter

U(2T) Bereich

Abbildung 11: Der zcitbeschrankte Chirp

% Programmbeschreibung
% diskreter Chirp

% "uber dem Intervall [0, (N-1)xT]

% N= Anzahl St"utzpunkte

% T= Abtastintervall

% time_windowed= 0|1  ohne|mit Ber"ucksichtigung
h der Abtastbedingung

h

t= T*(0:1: (N-1));
erg=exp(pi*i*alpha*t.*t);
if time_windowed==1
t_grenz= 1/(2*T*abs(alpha)); % Abtastbedingung
okay=(t<=t_grenz); % okay= Vektor aus 110
erg=okay .*erg; % Einschr"ankung auf okay
end
return

5.3 Die Funktion wp

Dic Implementation der Wigner-Projektion ist nun recht cinfach:

function erg=wp(theta, x, T, time_windowed)

%
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% Autor: D. Prescher,

% Studienarbeit bei W. Wokurek, IMS
% Version: 07.06.95

% Programmbeschreibung:

% Wigner-Projektion
% X diskretes Signal
% "uber dem Intervall [0, (N-1)*T]
% T Abtastintervall
% theta orientierter Winkel
% aus dem Intervall (-pi, pi)
% time_windowed= 0|1  ohne|mit Ber"ucksichtigung
% der Filtering-Abtastbedingung
A erg theta-Wigner-Projektion
% "uber dem Intervall [0, (N-1)*T]
h
SIN= sin(theta);
if ~ SIN ==
R Anzahl Signalpunkte:
N= length(x);
A Analyse der Drehung um theta:
alpha= (cos(theta)-1)/SIN;
beta= SIN;
fhmmmmm e Chirp-Modulation:

not_time_windowed=0;

CHIRP= chirp(alpha, N, T, not_time_windowed);
x= Xx.* CHIRP;

hmmmmmmmm e Chirp-Filtering:

CHIRP= chirp(1/beta, N, T, time_windowed);
x= faltung(x, CHIRP, T);

R theta-Projektion als O-Projektion:
erg= abs(x)."2;
return

Es sci bemerkt, daf unabhingig davon, ob der Anwender cinen zeitbe-
schrénkten Chirp fiir die Faltung wéhlt, der Chirp fiir die Modulation nicht
zeitbeschrankt ist. Fiir die Modulation an sich ist ndmlich keine Abtastbe-
dingung notig. Das modulierte Zeitsignal geht zwar wieder in die Faltung
cin, doch konnte es secin, dakl das modulierte Signal der Abtastbedingung
geniigt, ohne daff der modulierende Chirp dies tut ...

5.4 Ergebnisse zur implementierten Wigner-Projektion

Es wurden vier Wigner-Projektionen erstellt:
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e sin auf dem Intervall [0,127], ¥ = 0.10

e sin auf dem Intervall [0,127], ¥ = 0.10, Verwendung cines zeitbe-
schrankten Chirps

e sin auf dem Intervall [0, 2], N = 1024

e sin auf dem Intervall [0,127], N = 2048, Verwendung cines zeitbe-
schrankten Chirps

Die Ergebnisse werden nun im einzelnen beschrieben.

Die erste Serie von Ergebnissen zeigt die Wigner-Projektion des Si-
gnals sin auf dem Intervall [0,127] fir ¥ = 0.10. Es wurde kein zeit-
beschrénkter Chirp verwandt. Die Anzahl Abtastwerte betragen: N =
16384, 8192, 4096, 2048, 1024, 512. Die Ergebnisse sind nicht stabil: Die Am-
plituden verdndern sich schr stark, auch dic Form der Kurven verdndert
sich. Fiir steigendes N scheint sich jedoch die wahre Gestalt zu zeigen: eine
gleichméRige Schwingung, die einen immer grofseren Zeitbereich iiberdeckt.

Die zweite Serie von Ergebnissen zeigt die Wigner-Projektion des Signals sin
auf dem Intervall [0, 127] fiir ¥ = 0.10. Es wurde cin zeitbeschrénkter Chirp
verwandt. Die Anzahl Abtastwerte betragen: N = 4096, 2048, 1024, 512. Dic
Ergebnisse sind relativ stabil: Die Amplituden veréndern sich nicht allzu sehr
stark, auch die Form der Kurven bleibt unveréndert. Alle Kurven stimmen
relativ genau mit N=16384 der ersten Serie iiberein.

Die dritte Serie von Ergebnissen zeigt die Wigner-Projektion des Signals
sin auf dem Intervall [0,27] fir N = 1024. Es wurde kein zeitbeschrénk-
ter Chirp verwandt, da ein geniigend kleines T' = 0.00614 zur Verfiigung
stand. Die Winkel betragen: ¥ = 0.10,0.20,0.30, 0.40, 0.50, 0.60, 0.70, 0.80.
Interessantes Ergebnis: Fiir 9 = 0.10 gibt es im Zeitbereich [0,27] gute
Ubereinstimmung mit allen Bildern der ersten und zweiten Serie.

Die vierte Seric von Ergebnissen zeigt dic Wigner-Projektion des Signals
sin auf dem Intervall [0,127] fiir N = 2048. Wegen der guten Ergebnisse
der zweiten Serie wurde ein zeitbeschrankter Chirp verwandt. Die Winkel
betragen: ¥ = 0.10, 0.20, 0.30, 0.40, 0.50, 0.60,0.70, 0.80. Dicse Serie dient zur
Darstellung der Wigner-Projektion des genannten Signals.
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